Non-Malleable Vintage Modelについて by 戸島 熈 & Toshima Hiroshi
一49一
Non-MalleableVintage
Modelに つ い て
????
????
1.序,2,仮 定 と方 程 式,3.定 常 解,4.命 題 の検 討,5.結 言
1.Solow[3]が 開 発 し たvintagemodelは,embodiedtechnicalpro-
9ressとい う考 え 方 を 資 本 理 論 の 中 に も ち 込 む こ と に よ っ てepoch-making
で あ っ た が,そ の 後,こ のmodelは 学 界 の 共 有 財 産 と し て,種 々 の 関 連 で
用 い られ る よ う に な っ た 。
uzawaE7]はvintagemodelを 一 般 のneo-classicalproductionfunction
とHarrodの い み でneutraltechnicalprogressの枠 組 の 中 でformulate
し て,growthequilibriumのpathが 漸 近 的 にs七eadystateに 接 近 し て 行
く こ と を 主 張 す るstabilitytheoremを証 明 し た 。
一 方 ,SolowはJohansen[1〕 を 噛 矢 と す る,ex-antesubstitutable,
ex-postnon-substitutableとい う い み でnon-malleableなmodelを,
Johansenとは 異 な っ た 方 法 でformulateし[4],興 味 ぶ か い 実 験 を 行 な っ
た[5]。
こ う し たnon-malleablemodelも多 く の 著 者 達 に よ っ て 広 く用 い ら れ る
と こ ろ と な っ て い る 。
さ て,sheshinski[2]はsolow-uzawaのvintagemodelにJohansen-
Solowのnon-malleabilityを導 入 し て,Uzawaのstabilitytheoremと 類
似 の 命 題 が,そ の よ うに 修 正 さ れ たmodelに お い て も な り立 つ こ と を 証 明
し よ う と し た 。 実 際,Sheshinskiのmode1はnon-malleabilityとい う1点
を 除 い て 多 く の 点 でUzawaのformulationを 踏 襲 し て い る よ うに お も わ
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れ る。
ところで,こ の種 のmodelを扱 った 論文では,証 明の過程 の論理が何に
もま して重要性 を もつ ことは い うまで もない。 この観点か らSheshinskiの
論文 を よむ時に,筆 者は論理 的に 必ず しも 首肯 しえない,い くつかの点が
Sheshinskiの行論 の中に あるのを感ず る。
この小論はSheshinskiの論文に対す るcriticalnoteとして,Sheshinski
の行論 の中の2,3の 点を問題にす る。従 って,議 論 の性質上,こ の小論は
必ず しもself-containedにはな らない ことを予め断 っておかなければ な らな
い。 しか し,Sheshinskiの論文をあ る程度reproduceすることは避け る こ
とがで きないので,そ の範 囲で,な るべ く一貫 性を保 つ よ うに心がけた。
なお,以 下では,経 済 的いみには一切 ふれず,も っぱ ら数学的 な観点 のみ
か ら議論 をすすめ る。くり
2・9(λ)は 非 負 の 実 数 に 対 し て 定 義 さ れ たtwicecontinuouslydifferen-
tiableな実 数 値 関 数 で,次 の 条 件 を み た す 。
9(λ)>0,9ノ(わ>O,9"(わ<OforallZ>0,
9(0)=O,9(・。)=。。,
(2)「
μ(t)は非 負 の 実 数 に 対 して 定 義 され たdifferentiableな実 数 値 関 数 で,
次 の 条 件 を み た す 。
μ(0)=-1,μ⑦ 一〇fort≧x.
μ(彦)>O,〆(の≦Of・rallO<t<9.
こ こ で,2は 正 の 実 数 また は
z・=十 〇〇
く　ラ
で あ る 。
(1)g(λ)は生 産 関 数 で あ る。
(2)μ(の はcapitaldepreciationのpatternをあ らわ す 。
(3)これ はSheshinskiの論 文 に の べ られ て い る通 りで あ るが,以 下 で は,x=+・ ・
で あ る時 の み を 考 え る。zが 有 限 の正 の 実 数 の時 は,Sheshinskiがふれ て い る以
上 に こみ 入 った 分 析 が 必 要 に な るの で,こ こで は そ の問 題 に は立 ち 入 らな い 。 し
か し,以 下 で は,Sheshinskiがβ とか い て い る と こ ろは,形 式 上.わ れ わ れ も
eと か くこ とに す る。
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さて,ん⑦ 沼(彦),ω⑦ に 関す る次 の よ うな方程式を考 え よ う。
(1)
(2)
(3)
(4)
ω(t)=-8,(λ(t)),≠≧0,
1一 λ(のe-(P+")(t-")μα 一 のk(のav,
vv(e,")
8(λ(の)6『(a+β+の(`{")μ('一の ん(のav,
v(t,w)
「
ん① 一・∫
γ伽)一 ト ・≦v<彦18～笥))e-…一・)-w(の≧・}
.
の
た だ し,α,β,n,Sは 定 数 で
α>0,β ≧O,n>0,1≧s>0
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とす る。g(λ)に つ い て は,さ らに,次 の 仮 定(S)が お か れ る。 い ま,
σの 一 一《(λ)(9(z)-Zg'(λλ
9(λ)9"(λ)))
　
と 定 義 す る 。
(S)a(λ)≦1forall1>0.
(1)～(4)のsystemを み た す(h(彦)・λ(t),ω(t))をeguilibriumsolution
と 呼 ぶ 。
3.(1)～(4)のsystemに は,す く な く て も ひ と つ のequilibriumsolu-
tionが 存 在 す る 。 す な わ ち,次 の 命 題 が な り立 つ 。
命 題1:(S)が な り立 っ て い る とす る 。 そ の 時,あ る 正 の 定 数h*,λ*,ω*,
勉*が 存 在 し て
(1,)w*=8,(λ*),
(の1-∫ 『 λ・e-・P・…Pt(v)h・a・・
(4)α,β,n,sは そ れ ぞ れembodiedtechnicalprogressの率,disembodied
technicalprogressの率,労 働 量 の成 長 率,貯 蓄 率 を あ らわ す 。
㈲ 一 見 して あ き らか な よ うに,o(λ)は 代 替 の弾 力 性 で あ る。g(。。)=。。 と仮 定
され てい るか ら,σ(λ)は 定 数 で,か つ
(*)a(λ)<1
とな る こ とは あ りえ な い 。 なぜ な らば,(*)を み たす9(λ)は 有 界 とな る こ とが,
CES生 産 関 数 の理 論 に よっ て確 立 され て い るか らで あ る。
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(3・)k・ ・-s∫
。M'9(z・)・一 +・…Pt(v)h・d・
(4・)gi(ス・)-8～ 宴)e-・m.*
(6)
と な る 。 し か も,こ のh*,2,*,w*,m*はuniqueで あ る 。
この命題は,(S)が な り立てぽ
(5)η(z)」長ll)
(7)
が,λ のnon-increasingfunctionにな る,と い う こ と を 使 っ て 直 ち に 証 明
す る こ とが で き る。
さ て,こ こで,ko,ho,ZO,λOを
ko≦k*≦ko,λO≦1*≦λO
と い う関 係 を み た す 任 意 の 正 の 実 数 と して え らん で お く。
4.Sheshmskiの論 文 の 主 要 な 部 分 は,(1)～(4)のsystemの 任 意 の
(8)
equilibriumsolutionが,t→o。の 時 に,定 常 解(k*,λ*,w*)にconverge
(6)こ こ のvは.(1)～(4)のsystemのvと 同 じもの で は な く,(1)～(4)の
t-vが こ このvに あ た る よ うに変 数 変 換 を ほ ど こ して あ る。(1')～(4t)に対 し
て は
v(t'…)一{t-・≦v<樫 欝 ・一礁 一・・-w・≧・}
={vit-m*≦v<t}
とな る こ とは あ き らか で あ る。 す な わ ち,(1')～(4')のvが 属 さな け れ ば な ら
な い 集 合 は
{剛0〈v≦m*}
で あ る。
(7)こ こで,基 本方 程 式
撃 一`1名テ1・η(λ)['牙η【塑 ≦・f・・allR>・
とな る こ とは,実 際 に,微 分 演 算 を や っ て た しか め る こ とが で き る。 η(λ)<1と
な る こ とに つ い て は,脚 注 ω を み よ。
(8)命題1に よ って,(1)～(4)には,す くな くて も,ひ とつ のequilibriumsolu-
tionがあ る こ とが わ か った が ,こ の他 にequilibriumsolutionがあ るか,ど う
か は 不 明 で あ る。 この点 に関 して,(1)～(4)の 解 の存 在 を た しか め な け れ ば な
らな い が,Sheshinshiはそ れ に ふれ て い な い 。 また,仮 に,解 が存 在 して も,
す べ て のt≧0に 対 して解 が 定 義 され うるか,ど うか,わ か らな い 。
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す る こ と を 示 す こ と に 費 さ れ て い る が(こ れ をShe5hinskiのstabilitytheorem
と 呼 ぶ),そ の た め にSheshinskiは い くつ か の 命 題 を か か げ て い る 。
ま ず,
夕一準 ・一哩 御 〉・,
(6)
1・一・Zh∫1・一欄 脚 〉・
に よ っ てimplicitに定 義 され る関 数
ツータ(λ,の
に つ い て 考 え よ う6'Sheshinskiは,あき らか に
器 く・
(9)
が な り立つ,と してい るが,こ れは厳密性 をか いている。なぜ な らば,
(7)寄一一 〔9'(λ)㌻8①一α卑 ・制
(置o)
で あるか ら,右 辺 の角括弧の中の第1項 は,9(の の性質に よ り負 とな り,
第2項 は,讐<・ か ら正に灘 とtZこ臆 すれば,α が充分に大である時
(αは正であ りさえすれぽ よい)
9}〉・
となる.この嘉 の鰐 に関して証 しくは次のよ6にのべ鮒 ればならな
(9)Sheshinski[2,P。243コ
⑩ 中 間 値 の定 理 とg(λ)のconcavity(g"(λ)〈0)を使 え ぽ
9(λ1≡ぎ(o)-9'(7)>9'(λ)f・…m・XE(・,A),A>・
が な り立 つ 。 これ か ら
9(λ)一λ9'(λ)>0
また は
・(λ)一鵠)<1
が え られ る。 なお,完 全 競争が お こなわれ ていれば,g'(λ)は利潤率 にひ としい
はず であ るか ら,η(λ)は利潤 の分配率 であ る。
(IDすぐあ との命題2の 証 明の冒頭 の部分 をみ よ。
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いo
命題2:(S)が な り立 っている とす る。 その時,ど んな α>0に 対 して
も,あ る λが存在 して,λ 〉ズな らば
嘉 く・
がな り立 つ。
証 明:い ま,hを 任意 の値 に固定 してお く。そ うす ると,(6)か ら
4me(β+n)m
aRA2h/t@)
が え られ る 。 これ と(5)を 使 っ て,(7)の 右 辺 を か きか え る と
嘉 一典 ≠ 〔(η(λ)-1)+砦耀 肇〕
となる。仮定(S)の もとでは
(12)
lim(η(の一1)==π*<0
λ→ つo
が な り立 つ 。 ま た,λ → 。。 と な る 時
1
、一一→0
λ'
m→0
とな り,m→0と な る時
e(P+n)m→1,
Pt(m)→1
と な るか ら
⑫ あ る ε>0が あ って,o(λ)<1一ε(>1+ε)forallλ>0ならば,π*=-1(0)
とな る こ とは 脚 注(7)の基 本 方 程 式 を 使 って証 明 す る こ とが で き る。 経 済 的 に い え
ぽ,こ の こ とは 「新 古 典 派 の 生 産 関 数 に お い て,利 潤 の分 配 率 η(λ)は,代 替 の
弾 力 性 が1よ り小(大)な らばA→ 。。の時 に,0(1)に 接 近 して 行 く」(AckerloS-
N。rdhausのiemrna)とい う こ とで あ る。 な お,命 題2の 仮定(S)は,よ り一
般 的 に は
(S')limη(λ)≒1
λ→OQ
にお きかえ ることがで き る。 あ き らかに,(S)な らぽ(Sり が な り立 つ。
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e(β+n)m
→lasλ →oo.
μ(勉)
従 っ て
a1θ(β+n)m(13)
ア 万'itt(m)→OasZ→..・
よ っ て,λ が 十 分 大 な らば
募く・
が え られ る。 こ の こ とか ら命 題 の 成 立 は あ き らか で あ る 。Q.E.D.
と こ ろ で,任 意 の ん に 対 して
ツ(R,h)=8'(λ)
く　の 　 　 　
と な るuniqueなAが 存 在 す る か ら,h≧h。 と な るkに 対 し て λ を
ツ㊥ 一ダ(A)-81タグ 靴
1一旦弄∫卜 ・P・…Pt(のdv
に よって定義す る。 同様 に,h≦hoと なるhに 対 して λを
ツ㊥ 一ダσ)一専)・
1一羅∫レ ・β㈱ 伽
に よ っ て 定 義 す る 。
さ て,任 意 のtO≧0対 して
h≦h(t)≦ん,λ≦λ(の≦Rforal1彦くto
と な るequilibriumsolutionがあ る と仮 定 した 時 に,k(to),1(to)がどん な
範 囲 に 入 るか を 見 よ う。
まず,Sheshinskiは上 の条 件 の も とでk(t。)が と り うる値 の 最 大(小)値
⑱ い うま で もな く,こ のconvergenceのは や さは α にdependし て い るか ら,
この 項 が1π*1以 下 に な る λ のinfimumも α にdependし て き ま る。
ωSheshinskiは証 明 を あ た え て い な い が,そ の証 明 は 容 易 で あ る。
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ん"α"(ん煽π)カミ
ん鵬 郎く ん(ん〈ん鵬の
(15)(16)
とな ることを示 してい るが,minorな書 き誤 りとお もわれ る個所 は別 に して
も,証 明の 肝心 の個所 がheuristicにかかれ て い るのみ なので 理解 しに く
い。 しか し,よ くよめば,そ の部分は,結 局,次 の問題:
m夢x∫1ゲ印齢 ξ〉・・T・〔… 〕・・〉・・
subjectto
be-rX≦ψ(x)≦ae-rX,0≦b<a,γ>0,
∫9ip(・)d・一・,
を
∫1'・… 伽1
と な る,あ る ア 〈τ が 存 在 す る場 合 に つ い て と い た 時 の 解 ψ馳し(のは
ψ*(x)=ae-rX,0≦x<Tl
(17)
に よってあたえ られ る とい う主張を している と考えて よい ことがわか る。 こ
こでは,う えの命題を命題3と して証 明を補 ってお こう。
命 題3の 証明:い ま,
0≦T<T/<τ≦τ
となる,あ るT・ τ と条件をみたす あ るq(X)に つ いて
∫;(ae-…-q(x))dx-・∫:,q(x)ax≡K
(ISSheshinski[2,P.245コ
⑯Sheshinski[2,p・245]の当該 個 所 は 次 の よ うに な らなけ れ ば な らな い。
黙 ・ ノ(ψ・δ)一・∫.9(δ(t・-v))・一(a・…iet(・)9・(・-v)a・,
1-∫
。δ(t・-v)・一・+n)vpt(v)ψ(t・一 ・)d・
⑰Sheshinskiがreferし て い る,Solow,Tobin,WeizsackerandYarri[6コ
で も,こ の こ と はformalに 証 明 され て い な い 。
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と な っ た と す る 。 こ の 時
∫『画 勘 ≧∫}勉肋
ぞ
+∫
7卿(x)ax
が いえれば命題が証 明された ことにな る。
さて,
∫ 算ガ緬@μ 一 ψ(の)伽
≧・一・・'∫1'(・e-・x-ca(x))dx-e-・・'K
一ゲ ・・'∫二ψ(肋 ≧ ∫ 二
,卿(の 砒
すなわち
∫;'e-・・(ae-・X-ca(x))ax≧∫ 二 卿(x)ax
がな り立 つ。 この両辺に
∫♪勉 一噸+∫;姻 舳
を 加 え れ ば,所 期 の 結 果 を うる 。 と くに,T===Oな らば
∫1'e-・・ae-・・a・≧∫2醐 伽
で あ る。Q.E.D.
こ れ で,と に か く,h(to)につ い て のSheshinskiの命 題 は 正 しい の で あ る
が,次 に λ(彦o)につ い て 検 討 し よ う。
Sheshinskiをま
k① ≦h,2,(t)≧λforallt<彦。
で あ る 時,λ(ち)が と り う る 値 の 最 小 値 λ襯 は
ダ(λ綿)一準 羅
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1一歩∫1ゲ・β飾(肋
(IS)
に よってあた え られ ると主張 してい る。 す なわ ち,(1)～(4)のsystemを
考慮すれ ば,こ こでは,次 の よ うな問題が考え られているので ある。
叩xωω一8瓢i留恥
subjectto
8繕i留)e-・m≦8鷺 ≡署)e-・V・
1-iSlh(t・-v)z(t・一・)一・P・…Pt(v)a・,
k(to-v)≦k,λ(to-v)≧λ,0<T≦m.
従 っ て,Sheshinskiの主 張 は,こ の 問 題 の 解 が 上 の形 で あ た え られ る と い
う内 容 を も っ て い る こ と に な る(こ れ を 命 題4と す る)。 しか し,こ れ は 正
し くな い 。 こ の こ とを 示 す た め に,ひ とつ の反 例 を あ げ よ う。
命 題4の 反 例:
い ま,
,≡.塑(1--e-amp)
些
とお く。9(わ の 連 続 性 に よ っ て,あ るZ1(〉λ)が 存 在 して
・<卑 一摩 】〈号
と な る 。 こ こ で
∠≡λノ_λ
と お く。0≦ δ<mと な る 任 意 の δ に 対 して
λ回 の一聯 識
。<ゆ
⑱ こ こで の記 号 法 と議 論 の関 連 は,多 少,Sheshinskiと違 うけ れ ど も,論 理 的
内 容 は ま った く同 じで あ る。Sheshinski[2,p・246]をみ よ。
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と い う関 数 を 定 義 す る 。 あ き ら か に,λ(to-v;δ)は 連 続 でintegrableであ
(19)
る 。 しか も
λ<λ(to-v;δ),0<v<δ
で あ るか ら
1一兀∫lo院(t・-v;δ)e-・・ …Pt(・)av
となる 媛δ)を考 えれば
多(δ)<彿
で なけれぽな らない。 また
(8)x(δ)→masδ→0
となる ことは容易にわか る。 さ らに
G(δ)一孕(1-e-…)
と い う関 数 を 定 義 す れ ば
G(δ)>o,
IimG(δ)=-O
δ→0
と な る か ら,δ1を
G(δ)<号f・ ・ δ<δ1
となる よ うに適 当にえ らぶ ことがで きる。 さ らに,(8)によって
尋 ≧(e-・・… 一・一哩)<号f・ ・ δ<6,
と な る適 当 な δ2を え らぶ こ とが で き る 。
そ こで
δ*=min(δ1,δ2),
万*=躍(δ*)
とお け ぽ
⑲ さ ら に,differentiableでも あ る 。
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x*〈m
はあ き らかで あるか ら
8努)
・一・x*>gs(}f22)・一哩,
寧 ・一が≦8警(鴇;;評 ・帆
1-一)}∫:'λ(t-.;δ・)・一・β・…Pt(v)a・・
λ(t-v;δ*)≧λ,o<v≦x*
と な っ て,Sheshinskiの 解 が 最 大 値(従 っ て,1(to)の 最 小 値)を あ た え な
い こ と が わ か る 。
5.λ?ninカミ
9・(λm・。)一撃 遡
を み た す と い う主 張 はSheshinskiのstabilitytheoremの証 明 の 中 で の 重
要 なpointに な っ て お り,こ れ が い え な け れ ば,Sheshinskiの論 理 は 重 大
な 困難 に 遭 遇 す る こ とに な る。
従 っ て,Sheshinskiのstabilitythe・remはSheshinskiの論 法 に よ っ て
は,い まだ,証 明 され て い な い こ と に な る。
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